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12 漸化式と極限(1) 
基本問題 & 解法のポイント 
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A 
73 

(1) 

 (i) 1=n のとき 
  231 >=a より， 2>na が成り立つ。 

(ii) kn = のとき 2>na が成り立つと仮定する。 
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(i)，(ii)より，すべての自然数 nに対し， 2>na であることを数学的帰納法により示された。 
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分数形の漸化式の一般解の求め方 

sra
qpa

a
n

n
n +

+
=+1 の一般項の求め方（入試問題では，誘導がついているのがふつうである） 

方法 1 

置き換えにより，分数漸化式の基本形
CBb

Ab
b

n

n
n +

=+1 を得てから解く。 

求め方の手順 

手順 1 

xba nn += とおいて，
CBb

Ab
b

n

n
n +

=+1 の形になるような xの値を求める。 

( )
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n ++
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b
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尚， ( ) 02 =--- qxsprx の解は， 
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n

n
n +

+
=+1 の 1+na と na を xとおいた方程式

srx
qpxx

+
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= から求めることができる。 

その理由については後述。 

手順 2 
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Ab

b
n

n
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srrb
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その逆数をとることにより，数列{ }nb の一般項を得る。 

手順 4 
 数列{ }na は， a+= nn ba を計算することで得られる。 
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例 1：xの方程式が重解の場合 
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 となるから， 0=-
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+ x
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となる xを求めればよいわけだが， 
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この方程式は，
sra
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n
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+
=+1 の 1+na と na を xとおくことで得られる方程式 
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これより， 
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 解法 2（処理は楽だが，特性方程式の解が重解の場合は使えない） 
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方法 2 

分数形漸化式の基本形に変形できる形
( )
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a
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n
n +

-
=-+

a
a1 にしてから解く。 

手順 
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例 1：特性方程式の解が重解の場合 
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よって， 数列
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方法 3（特性方程式の解が重解の場合は使えない） 

 等比数列の漸化式：
b
a

b
a

-
-

×=
-
-

+

+

n

n

n

n

a
a

t
a
a

1

1  に変形してから解く 

 この方法は，誘導形式の形で入試に出題されたことがある 

求め方のしくみ 

 ( )
sra
qpa

afaa
n

n
nn

f
n +

+
==¾®¾ +1 から， 

b
a

b
a

b
a

b
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-
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↓ 
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-
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-
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a
a

a
a

b
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b
a

が得られるので， 

これから数列{ }na の一般項を求めることができる。 

手順 
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b
a

-
-
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nn a

a
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合成関数の連立方程式
( ) ( )( )
( ) ( )( )î

í
ì

==

==

++

+

nnn

nnn

afgagb
aghbhb

11

1 を解けばよい。 

( )
( )( )
( )

b
a

-
-

×=

×=
=
=+

n

n

n

n

nn

a
a

t

agt
agh

bhb

　　　

　　　

　　　

1

 

b
a

-
-

×=\ +
n

n
n a

a
tb 1  ・・・⑤ 

 

 



オリジナルスタンダード数学演習Ⅲ受験編を解いてみた       http://toitemita.sakura.ne.jp 

12 

 

( )
( )( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

b
b
a
a

b
a

bb
aa

b
a

b

a

b
a

rp
sqa

rp
sqa

rp
rp

sqarp
sqarp
sraqpa
sraqpa

sra
qpa
sra
qpa

af
af
afg

agb

n

n

n

n

nn

nn

n

n

n

n

n

n

n

nn

-
-

+

-
-

+
×

-
-

=

-+-
-+-

=

+-+
+-+

=

-
+
+

-
+
+

=

-
-

=

=
= ++

　　　

　　　

　　　

　　　

　　　

　　　

11

 

b
b
a
a

b
a

rp
sqa

rp
sqa

rp
rpb

n

n

n

-
-

+

-
-

+
×

-
-

=\ +1  ・・・⑥ 

 ⑤，⑥より， 

 
b
a
rp
rpt

-
-

= ，
a
a

a
rp
sq

-
-

=- ，
b
b

b
rp
sq

-
-

=-  

 よって，a と b は方程式
prx
qsxx

-
-

= を解くことにより求められ， 

 これを
b
a
rp
rpt

-
-

= に代入することにより，公比 tが求められる。 

重要補足 

rxp
sxqx

-
-

=- より， ( ) 02 =--- qxsprx  

sra
qpa

a
n

n
n +

+
=+1 の nn aa ,1+ を xに置き換えた方程式

srx
qpxx

+
+

= より， ( ) 02 =--- qxsprx  

よって，
rxp
sxqx

-
-

=- と
srx
qpxx

+
+

= は同じ方程式である。 

したがって，
sra
qpa

a
n

n
n +

+
=+1 の nn aa ,1+ を xに置き換えた方程式

srx
qpxx

+
+

= から 

解を求めればよい。 
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まとめ 

sra
qpa

a
n

n
n +

+
=+1 の特性方程式

srx
qpxx

+
+

= が異なる 2 実数解 ba , をもつとき， 

b
a

b
a

-
-

×=
-
-

+

+

n

n

n

n

a
a

t
a
a

1

1  ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
-
-

=
b
a
rp
rpt と表せる。 

 

例：特性方程式の解が異なる 2 実数解の場合 

31 =a ，
5
8

1 +-
+-

=+
n

n
n a

a
a ( ),2,1=n  

解 

5
8

+-
+-

=
x
xx の解を ba , ( )ba < とすると， 0862 =+- xx  4,2=\x  

2=\a ， 4=b  

ここで，
b
a

b
a

-
-

×=
-
-

+

+

n

n

n

n

a
a

t
a
a

1

1 とおくと，
( )
( ) 3

1
411
211
=

×---
×---

=t より，
4
2

3
1

4
2

1

1

-
-

×=
-
-

+

+

n

n

n

n

a
a

a
a

 

よって，数列
þ
ý
ü

î
í
ì

-
-

4
2

n

n

a
a

は，初項 1
4
2

1

1 -=
-
-

a
a

，公比
3
1
の等比数列である。 

1

3
1

4
2 -

÷
ø
ö

ç
è
æ-=

-
-

\
n

n

n

a
a

 

これより， 4323 11 +-=×- --
n

n
n

n aa  

ゆえに，
( )

13
232

1

1

+
+

=
-

-

n

n

na  
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74 

 kを 052 ¹+ k を満たす実数とすると， 

( )

( ) ( ) þ
ý
ü

î
í
ì

+
+

-+=

+
-+=+ ++

nn

nnnn

b
k
kak

bkakkba

522
3152

2
315211

　　　　　　

 

ここで， ( )k
kk
522

31
+
+

-= とすると， 

01710 2 =++ kk すなわち ( )( ) 01215 =++ kk より，
2
1,

5
1

--=k  

( ) ( ) þ
ý
ü

î
í
ì

+
+

-+=+ ++ nnnn b
k
kakkba
522

315211 について， 

5
1

-=k のとき 

nnnn baba
5
1

5
1

11 -=- ++ より， 

5
17

5
85

5
1

5
1

11 =-=-=- baba nn  ・・・① 

 
2
1

-=k のとき 

÷
ø
ö

ç
è
æ --=- ++ nnnn baba

2
1

2
1

2
1

11 より， 

1

11

1

2
1

2
1

2
1

2
1 --

÷
ø
ö

ç
è
æ-=÷

ø
ö

ç
è
æ -÷

ø
ö

ç
è
æ-=-

nn

nn baba  ・・・② 

 ①，②より， 

 
1

2
1

3
2

3
17 -

÷
ø
ö

ç
è
æ--=

n

na  

1

2
1

3
10

3
34 -

÷
ø
ö

ç
è
æ--=

n

nb  

よって， 17
3

34
3

17lim =+=+=+
¥®

nnn
baba  
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連立漸化式の解き方 
はじめに 

î
í
ì

+=

+=

+

+

nnn

nnn

sbrab
qbpaa

1

1 の形にする。 

方法 1：連立漸化式をいじり，等比数列の形にする 

 手順 1 

nnn qbpaa +=+1  ・・・① 

nnn sbrab +=+1  ・・・② 

  ①－ ´k ②より， 
  ( ) ( ) nnnn bksqakrpkba -+-=- ++ 11  

  ( ) ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
-
-

+-=- ++ nnnn b
krp
ksqakrpkba 11  ・・・③ 

  と変形する。 

 手順 2 

  ③の右辺の
krp
ksq

-
-

が k
krp
ksq

-=
-
-

となれば， 

  ( )( )nnnn kbakrpkba --=- ++ 11 より， 

  nn kba - は，公比 krp - ，初項 11 kba - の等比数列だから， 

  ( ) ( )11
1 kbakrpkba n

nn --=- -  ・・・④ 

となる。 

したがって， k
krp
ksq

-=
-
-

， 

すなわち kについての 2 次方程式 

( ) 02 =--- qksprk  ・・・⑤ 

を解き， 

  kが異なる 2 実数解をもつならば， 

④の式が 2 つできるので，その連立方程式を解けばよい。 

  kが重解をもつならば， 
④，①，②から na または nb の漸化式を得，解けばよい。 

  補足 1 
rqsp == , の場合は，⑤より， 1±=k だから，これを覚えておいて， 

いきなり①＋②と①－②から始めれば手際よく解ける。 
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  補足 2 
tqbpaa nnn ++=+1  ・・・①’ 

usbrab nnn ++=+1  ・・・②’ 

（ ut, は実数） 

の場合においても 

   ①’－ ´k ②’より， ( ) kutb
qrp
ksqakrpkba nnnn -+÷÷

ø

ö
çç
è

æ
-
-

+-=- ++ 11 とした後， 

k
krp
ksq

-=
-
-

，すなわち kについての 2 次方程式 ( ) 02 =--- qksprk を解き， 

( )( ) kutkbakrpkba nnnn -+--=- ++ 11 の形の 2 項間漸化式 

（ nnn kbac -= とおけば， ( ) kutckrpc nn -+-=+1 ）にしてから， 

その漸化式を解けばよい。 

よって， 

方法 1 は万能型といえる。 

方法 2：anと bnについて，それぞれの 3 項間漸化式をつくってから解く。 

nnn qbpaa +=+1  ・・・① 

nnn sbrab +=+1  ・・・② 

na についての漸化式 

①より， nnn paaqb -= +1  121 +++ -=\ nnn paaqb  

②× qより， nnn sqbqraqb +=+1  

よって， ( )nnnnn paasqrapaa -+=- +++ 112  

( ) ( ) 012 =-++-\ ++ nnn aqrpsaspa  ・・・⑥ 

nb についての漸化式 

②より， nnn sbbra -= +1  121 +++ -=\ nnn sbbra  

①× r より， nnn qrbprara +=+1  

よって， ( ) nnnnn qrbsbbpsbb +-=- +++ 112  

( ) ( ) 012 =-++-\ ++ nnn bqrpsbspb  ・・・⑦ 

漸化式⑥，⑦を解くことにより，数列{ }na ，{ }nb の一般項を求める。 

補足 3 

î
í
ì

+=

+=

+

+

nnn

nnn

sbrab
qbpaa

1

1 のとき，
( ) ( )
( ) ( )î

í
ì

=-++-

=-++-

++

++

0
0

12

12

nnn

nnn

bqrpsbspb
aqrpsaspa
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75 

(1) 

(i) 1=n のとき 
aa =1 ， 10 << a より， 10 << na が成り立つ。 

(ii) kn = のとき 10 << ka が成り立つと仮定した場合 

  110 <-< ka より， 110 3 <-< ka  

  これと 3
1 11 kk aa --=+ より， 10 1 << +ka  

  よって， 1+= kn のときも 10 << na が成り立つ。 

 (i),(ii)より，すべての自然数 nについて 10 << na が成り立つ。 

(2) 

3
1 11 nn aa --=+ より， ( )3

1
11 nn aa -=-  

両辺の自然対数をとると， ( ) ( )nn aa -=- + 1log
3
11log 1  

よって， 

( ) ( )

( )a

aa

n

nn

-÷
ø
ö

ç
è
æ=

-=-

-

-

1log
3
1

1log
3
11log

1

1

　　　　　

 

ゆえに， 

( )
( ) ( )

( )a

aa
a

n

n
n

n

-=

-

-÷
ø
ö

ç
è
æ--

=-
¥®

¥

=
å

1log
2
3

3
11

1log
3
11log

lim1log
1

　　　　　　

 

(3) 

 (2)より， ( ) ( )aa
n

n -÷
ø
ö

ç
è
æ=-

-

1log
3
11log

1

 

 よって， ( ) ( ) 01log
3
1lim1loglim

1

=-÷
ø
ö

ç
è
æ=-

-

¥®¥®
aa

n

nnn
 

 ゆえに， ( ) ( ){ } 1log1limlog1loglim =-=-
¥®¥®

nnnn
aa  

 すなわち 1lim =
¥®

nn
a  
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B 
76 

漸化式を両辺を 1+ny で割ると， 1
1
1 +×=
+
+

n
n

n
n

y
a

y
x

y
a

 

ここで， ÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ
-×=-

+
+ aa n

n
n
n

y
a

y
x

y
a

1
1 とすると，

( )
y
yx

y
a

y
x

y
a

n
n

n
n -

-×=
+
+ a

1
1 より，

( ) 1=-
-

y
yxa  

よって，
yx

y
-

-=a  

ゆえに， ÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ

-
+×=

-
+

+
+

yx
y

y
a

y
x

yx
y

y
a

n
n

n
n

1
1  

これより， 

yx
y

y
x

yx
y

y
a

y
x

yx
y

y
a

n

n

n
n

-÷÷
ø

ö
çç
è

æ
=

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
-

+÷÷
ø

ö
çç
è

æ
=

-
+

-

-

1

1
1

　　　　　

 

 よって，
ïþ

ï
ý
ü

ïî

ï
í
ì

-÷÷
ø

ö
çç
è

æ
-

=
-+

1
11 nn

n y
x

yx
ya  

 yx, を yx <<0 のときと xy <<0 のときに分けて考える。 

yx <<0 のとき 

  11lim
1

-=
ïþ

ï
ý
ü

ïî

ï
í
ì

-÷÷
ø

ö
çç
è

æ
-

¥®

n

n y
x

より，
ïþ

ï
ý
ü

ïî

ï
í
ì

-÷÷
ø

ö
çç
è

æ
-

=
-+

1
11 nn

n y
x

yx
ya が収束するための条件は 

  数列{ }1+ny が収束すること，すなわち 10 £< y を満たすことである。 
  これと yx <<0 より， 10 £<< yx  ・・・① 

 xy <<0 のとき 

ïþ

ï
ý
ü

ïî

ï
í
ì

÷
ø
ö

ç
è
æ-

-
=

÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ
-

-
=

ïþ

ï
ý
ü

ïî

ï
í
ì

-÷÷
ø

ö
çç
è

æ
-

=

--

--

-+

-+

112

11

11

11

1

11

1

nn

nn

nn

nn

n

x
y

yx
xy

xyyx
xy

y
x

yx
ya

　　

　　  

  これと 11lim
1

=
ïþ

ï
ý
ü

ïî

ï
í
ì

÷
ø
ö

ç
è
æ-

-

¥®

n

n x
y

より，
ïþ

ï
ý
ü

ïî

ï
í
ì

÷
ø
ö

ç
è
æ-

-
=

-- 112
1

nn

n x
y

yx
xya が収束するための条件は 
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  数列{ }1-nx が収束すること，すなわち 10 £< x を満たすことである。 
  これと xy <<0 より， 10 £<< xy  ・・・② 

  ①または②より， ( )yx, の範囲は下図斜線部 

  ただし， x軸， y軸， xy = 上の点は除く。 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

x

y

O

1 

1 
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( )　nqpaa nn +=+1 （pは 0 でない定数）の一般項を求める方法 

はじめに 
( ) ( ) ( )nqnpfnf +=+1 を満たす漸化式はいくらでもつくれる。 

つまり， 
( ) a=+=+ 11 , anqpaa nn 　　  

もあれば、 
( ) b=+=+ 11 , bnqpbb nn 　  

もあれば， 
( ) g=+=+ 11 , cnqpcc nn 　  

もあれば， 

  

といくらでもつくれる。 
これらの漸化式 1 つ 1 つを ( ) ( ) ( )nqnpfnf +=+1 の特性方程式という。 

( ) a=+=+ 11 , anqpaa nn 　　 を満たす数列{ }na の一般項を特性方程式を利用して求める方法 

 ( )　nqpaa nn +=+1  ・・・① 

( ) ( ) ( )nqnpfnf +=+1 を満たす特性方程式を ( )nqpbb nn +=+1  ・・・②とすると， 

②① - より， 
( )nnnn bapba -=- ++ 11  ・・・③ 

p
ba
ba

nn

nn =
-
-

\ ++ 11  

これは，数列{ }nn ba - が公比 p，初項 11 ba - の等比数列であることを示している。 

よって， ( )11
1 bapba n

nn -=- -  

ゆえに， ( ) n
n

n bbapa +-= -
11

1  

要するに， 

与式の漸化式とその特性方程式の差をとることにより， 
等比数列の漸化式 ( )nnnn bapba -=- ++ 11 を得， 

それから数列{ }na の一般項を求めるというのが， 

特性方程式を利用して数列{ }na の一般項を求める方法の原理である。 

特性方程式の作り方の原理 
 ③より， nnnn pbbpaa -+= ++ 11  

 これと ( )　nqpaa nn +=+1 より， 

( ) nn pbbnq -= +1  

 これより， nb を ( )nq と同種の式にすれば楽に特性方程式ができることがわかる。 
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いろいろな特性方程式 
( ) cnq = （ cは定数）の場合 

a=nb （a は定数）とおく。 

すると，漸化式は cp += aa となり，この方程式を解くことにより，a の値が求まる。 

また，これと cpaa nn +=+1 の差をとることにより， 

等比数列の漸化式 ( )aa -=-+ nn apa 1 が得られる。 

 ( ) dcnnq += （ nの 1 次式）の場合 

  ba += nbn とおくと，漸化式は ( ) ( ) dcnnpn +++=++ baba 1 となり， 

これが nの恒等式であることから，a と b を求めることができる。 

また，これと dcnpaa nn ++=+1 の差をとることにより， 

等比数列の漸化式 ( ){ } ( ){ }baba +-=++-+ napna nn 11 が得られる。 

補足：階差数列を利用して解くことも可能 
( ) dncpaa nn +++= ++ 112 と dcnpaa nn ++=+1 の差をとると， 

( ) caapaa nnnn +-=- +++ 112  

ここで， nnn aab -= +1 とおくと，数列{ }nb は数列{ }na の階差数列であり， 

漸化式 cpbb nn +=+1 から数列{ }nb を求めることにより， å
-

=

+=
1

1
1

n

k
kn baa ( )2³n  

 ( ) edncnnq ++= 2 （ nの 2 次式）の場合 

  gba ++= nnbn
2 とおくと， 

漸化式は ( ) ( ) ( ) edncnnnpnn +++++=++++ 222 11 gbagba となり， 
  これが nの恒等式であることから， gba ,, を求めることができる。 

  また，これと edncnpaa nn +++=+
2

1 の差をとることにより， 

  等比数列の漸化式 ( ) ( ){ } ( ){ }gbagba ++-=++++-+ nnapnna nn
22

1 11 が得られる。 

 ( ) nctnq = ( )0, ¹¹ cpc の場合 

  n
n tb a= とおくと，漸化式は nnn cttpt +=+ aa 1  ( ){ } 0=--\ cptt n a  

  これが任意の nについて成り立つから， ( ) 0=-- cpta  
pt

c
-

=\a  

  また， n
nn ctpaa +=+1 と nnn cttpt +=+ aa 1 の差をとることにより， 

  等比数列の漸化式 ( )nn
n

n tapta aa -=- +
+

1
1 が得られる。 

  補足：特性方程式を使わないで解く場合 

n
nn ctpaa +=+1 の両辺を 1

1
+nt

倍すると，
t
c

t
a

p
t
a

n
n

n
n +=
+
+
1
1  

n
n

n t
a

b = とおくと，
t
cpbb nn +=+1  

これを解くことにより，数列{ }na が求まる。 

   また， ( ) ncpnq = ( )0¹c の場合， 
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数列{ }na の漸化式は n
nn cppaa +=+1 であり， 

この場合は，両辺を
1

1
+np

倍することにより，
p
c

p
a

p
a

n
n

n
n +=
+
+

1
1 を得， 

n
n

n p
a

b = とおいてから nb を求め， n
n

n bpa = とする。 

例題 

( ) { }の一般項を求めよ。で定まる数列　　　　　 n
n

nn anaaa ,3,2,123,5 11 =-== +  

 

解法 1．特殊解を使って解く方法 

漸化式 ( ) ( ) nnfnf 231 -=+ の特殊解を n
n kb 2×= とおくと， 

nnn kk 2232 1 -×=× +  ( ) 012 =-\ kn  

これは任意の nについて成り立つから， 1=k  

よって， nnn 2232 1 -×=+  
これと n

nn aa 231 -=+ の両辺の差をとると， 
n

n
n

n aa 2332 1
1 ×-=- +
+ より， ( )nn

n
n aa 232 1

1 -=- +
+  

( )
n

nn
n aa

3

232 1
1

=

-=-\ -

　　　　
 

ゆえに， nn
na 23 +=  

解法 2．特殊解を使わないで解く方法 

漸化式の両辺を 13 +n で割ると，
n

n
n

n
n aa

÷
ø
ö

ç
è
æ-=+

+

3
2

3
1

33 1
1  

ここで， n
n

n
ab
3

= とおくと，
n

nn bb ÷
ø
ö

ç
è
æ-=+ 3

2
3
1

1  
n

nn bb ÷
ø
ö

ç
è
æ-=-\ + 3

2
3
1

1  

したがって，数列
ïþ

ï
ý
ü

ïî

ï
í
ì

÷
ø
ö

ç
è
æ-

n

3
2

3
1

は数列{ }nb の階差数列である。 

n

n

n

k

k

n

a

bb

÷
ø
ö

ç
è
æ+=

-

÷
ø
ö

ç
è
æ-

-=

÷
ø
ö

ç
è
æ-=\ å

-

=

3
21

3
21

3
2

3
2

3
1

3

3
2

3
1

1

1

1
1

　　

　　  

ゆえに， nn
na 23 +=  
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(1) 

 
1

11
1 -

-=
+n

n a
R より，

n
n R
a

-
+=+ 1

111  

 よって， 

 

3
2
11

11

11

11

1
11

1

1
2

=

-
+=

-
+=

-
+=

　　

　　

　　

a

R
a

 

 

7
3
1

2
11

11

111

11

1
11

21

2
3

=

÷
ø
ö

ç
è
æ +-

+=

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
+-

+=

-
+=

　　

　　

　　

aa

R
a

 

(2) 

 2³n のとき， 

å
=

=
n

k k
n a
R

1

1
より，

n
nn a
RR 1

1 =- -  ・・・① 

 また，
1

11
1 -

-=
+n

n a
R より， 

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
-

--
-

-=-
+

- 1
11

1
11
1

1
nn

nn aa
RR  

1
1

1
1

1 -
-

-
=

+nn aa
　　　　　　  ・・・② 

 ①，②より，
1

1
1

11

1 -
-

-
=

+nnn aaa
 

 よって， 12
1 +-=+ nnn aaa （ ,3,2=n ） 
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(3) 

 (i) 2=n のとき 
32 =a ， 31 =+n より， 1+³ nan が成り立つ。 

(ii) kn = のとき 1+³ kak が成り立つと仮定する。 

 
4
3

2
11

2
2

1 +÷
ø
ö

ç
è
æ -=+-=+ kkkk aaaa  

 ここで，
2
131 >³+³ kak より， 

( ) 1
4
3

2
11 2

2

1 ++=+
þ
ý
ü

î
í
ì -+³+ kkkak  

よって， 

( ){ } ( ){ }

( )20
1

11111
2

2
1

³>
-=

++-++³++-+

k
k

kkkkak

　　　　　　　　

　　　　　　　　  

ゆえに， ( ) 111 ++³+ kak  

これは 1+= kn のときも 1+³ nan が成り立つことを示している。 

 (i),(ii)より， 2³n のとき不等式 1+³ nan が成り立つ。 

(4) 
 1+³ nan より， 21 +³+ nan  111 +³-\ + nan  

 これと ( ) ¥=+
¥®

1lim n
n

より， ( ) ¥=-+
¥®

1lim 1nn
a  

 ゆえに， 1
1

11limlim
1

=÷÷
ø

ö
çç
è

æ
-

-=
+¥®¥® nnnn a

R  


